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7�9 êëàññû

Çàäà÷è 1�6 ïðåäëàãàþòñÿ äëÿ âñåõ ôàêóëüòåòîâ, à äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è 7�10 ðàññ÷è-

òàíû òîëüêî íà òåõ, êòî æåëàåò ïîñòóïàòü íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

è ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è

7 êëàññ

1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 1 · 3 · 5 · . . . · 2013 + 2 · 4 · 6 · . . . · 2014 íà 2015.

Îòâåò:0

Ðåøåíèå:1·3·5·. . .·2013+2·4·6·. . .·2014 ≡ 1·3·5·. . .·2013+(−2013)·(−2011)·. . .·(−1)(
mod 2015).

2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, m 6= n, òàêîâû, ÷òî ÷èñëî 2013m èìååò òàêóþ æå

ïîñëåäíþþ öèôðó, êàê è 2013n.
a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêèõ ÷èñåë m è n.
á) Âûÿñíèòå, êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âåëè÷èíà m+ n.

Îòâåò:a) m = 1, n = 5; b) m+ n = 6.

Ðåøåíèå:a) Ïîñëåäíÿÿ öèôðà 20135 ñîâïàäåò ñ ïîñëåäíåé öèôðîé 35 = 243. Åñëè æå

áðàòü ìåíüøèå ñòåïåíè, òî ïîëó÷àåì: 3, 9, 7, 1 � ïîñëåäíèå öèôðû âñå ðàçíûå.

3. Äàí óãîë ñ âåðøèíîé O1. Ïðîâåëè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O1, îíà ïåðåñåêàåò

ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ A è B. Ïîòîì ïðîâåëè êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè â òî÷êàõ

A è B, îíè ïåðåñåêëèñü â òî÷êå O2. Ïîñòðîèëè âòîðóþ îêðóæíîñòü, ñ öåíòðîì O2

è ðàäèóñîì O2A è ïðîâåëè êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ A è B. Ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñå-

êàþòñÿ â òî÷êå O3. Çàòåì ïîñòðîèëè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O3, è òàê äàëåå. Òàê

ïðîäåëàëè 1001 ðàç. Íàéäèòå óãîë AO1001B åñëè ∠AO1B = 60◦.

Îòâåò:60◦.

Ðåøåíèå:Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ðàäèóñàì, ïðîâåäåííûì â òî÷êè

êàñàíèÿ, òî AO1 ⊥ AO2 è BO1 ⊥ BO2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíûå êî âòîðîé

îêðóæíîñòè ñîâïàäóò ñ ïðÿìûìè O1A è O1B, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà O3 ñîâïàäàåò

ñ O1. Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì O1 = O3 = ... = O1001, ñëåäîâàòåëüíî, ∠AO1001B = 60◦.

4. Âåëèêèé àëõèìèê Òåîôðàñò ôîí Ïàðàöåòàìîë ïðèãîòîâèë êîëáó ñ âîäíûì ðàñòâîðîì

ýëèêñèðà âå÷íîé ìîëîäîñòè. Ïåðâîìó ïîêóïàòåëþ Òåîôðàñò ïðîäàë 1
2013 ÷àñòü îáúåìà

êîëáû è çàòåì äîëèë êîëáó äîâåðõó äèñòèëëèðîâàííîé âîäîé. Âòîðîìó ïîêóïàòåëþ

îí ïðîäàë 1
2012 ÷àñòü îáúåìà êîëáû è ñíîâà äîëèë âîäîé, è òàê äàëåå. Ïîñëåäíåìó ïî-

êóïàòåëþ îí ïðîäàë 1
2 êîëáû è ñíîâà äîëèë êîëáó âîäîé. Â ðåçóëüòàòå êîíöåíòðàöèÿ

ýëèêñèðà ìîëîäîñòè â êîëáå ñòàëà ðàâíà 0, 02%. Êàêîâà áûëà èçíà÷àëüíàÿ êîíöåí-

òðàöèÿ ýëèêñèðà?



Îòâåò:40, 26%.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì p èçíà÷àëüíóþ êîíöåíòðàöèþ. Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî ðàçáàâëåíèÿ

îíà ñòàíåò p · 20122013 , ïîñëå âòîðîãî � p · 20122013 ·
2011
2012 ,... ïîñëå ïîñëåäíåãî � p · 20122013 ·

2011
2012 ·

. . . · 23
1
2 = p

2013 . Ïðèðàâíèâàÿ ê 0, 02, ïîëó÷àåì p = 40, 26.

5. Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü öåëûå ÷èñëà A 6= 0, B 6= 0 è C 6= 0 òàê, ÷òîáû êàæäûé èç

ìíîãî÷ëåíîâ Ax2+Bxy+Cy2, Bx2+Cxy+Ax2 è Cx2+Axy+By2 ðàñêëàäûâàëñÿ íà
äâà ìíîæèòåëÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îòâåò:Äà, ìîæíî.

Ðåøåíèå:Åñëè âçÿòü a + b + c = 0, òî ÷èñëî 1 áóäåò êîðíåì êàæäîãî èç òðåõ

óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü a = 1, b = 2, c = −3.

6. a) Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 2013 â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ (áîëåå îäíîãî) ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

á) Âûÿñíèòå, ñóùåñòâóåò ëè ñïîñîá ñîñòàâèòü ýòó ñóììó òàê, ÷òîáû îíà ñîäåð-

æàëà áîëåå 63 ñëàãàåìûõ.

Îòâåò:a) 2013 = 3× 671 = 670 + 671 + 672; b) Íåò.

Ðåøåíèå:Åñëè áû òàêîé ñïîñîá ñóùåñòâîâàë, òî ñóììà áûëà áû íå ìåíüøå 1 + 2 +
...+ 63 = 2016.



8 êëàññ

1. Äàí òðåóãîëüíèê 4ABC, òî÷êà Q � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ

ñòîðîíû BC è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå

ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ 4ABC è 4ABQ,
åñëè ðàäèóñ ïåðâîé (îïèñàííîé îêîëî 4ABC) ðàâåí R.
Îòâåò:R.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ4ABC
è 4ABQ ÷åðåç O è O1. Îáîçíà÷èì ∠ACB = γ. Çàìåòèì, ÷òî ñòîðîíà AB âèäíà èç

òî÷êè Q ïîä óãëîì γ
2 , ñëåäîâàòåëüíî èç òî÷êè O1 îíà âèäíà ïîä óãëîì γ. Ïîýòîìó

òî÷êà O1 ëåæèò íà îïèñàííîé âîêðóã 4ABC îêðóæíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, OO1 = R.

2. Àãåíò Áîíä (Äæåéìñ Áîíä) âîçâîäèò ÷èñëî 7 â ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ñòå-

ïåíè: 71 = 7, 72 = 49, 73 = 343, . . . à) Âåðíî ëè, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò îí ïîëó÷èò

÷èñëî, êîòîðîå îêàí÷èâàåòñÿ à)íà ...7; á) íà ...007?

Îòâåò:à) Äà. á) Äà.

Ðåøåíèå:Äîêàæåì äëÿ á), äëÿ à) àíàëîãè÷íî, òîëüêî ðàññìàòðèâàåòñÿ äåëèìîñòü

íà 10. Äà, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòåïåíè 7, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå êàêèå-òî

äâå ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 1000. Ñëåäîâàòåëüíî, 7n − 7m
...1000, ïîýòîìó 7n−m îêàí÷è-

âàåòñÿ íà 001. Òîãäà 7n−m+1 îêàí÷èâàåòñÿ íà 007.

3. Ðåøèòå ñèñòåìó{
x · (1 + x2) · (1 + x4) + y · (1 + y2) · (1 + y4) = 0

xy + 1000 = 0.

Îòâåò:(10
√
10,−10

√
10) è (−10

√
10, 10

√
10).

Ðåøåíèå:Çàïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå â âèäå P (x) + P (y) = 0, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí

íå÷åòíîé ñòåïåíè. Î÷åâèäíî, ïðè x = −y ðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî. Èç ìîíî-

òîííîñòè P ñëåäóåò, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé áûòü íå ìîæåò. Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå

óðàâíåíèå, ïîëó÷èì x = ±10
√
10.

4. Âåëèêèé àëõèìèê Òåîôðàñò ôîí Ïàðàöåòàìîë ïðèãîòîâèë êîëáó ñ âîäíûì ðàñòâîðîì

ýëèêñèðà âå÷íîé ìîëîäîñòè. Ïåðâîìó ïîêóïàòåëþ Òåîôðàñò ïðîäàë 1
2013 ÷àñòü îáúåìà

êîëáû è çàòåì äîëèë êîëáó äîâåðõó äèñòèëëèðîâàííîé âîäîé. Âòîðîìó ïîêóïàòåëþ

îí ïðîäàë 1
2012 ÷àñòü îáúåìà êîëáû è ñíîâà äîëèë âîäîé, è òàê äàëåå. Ïîñëåäíåìó ïî-

êóïàòåëþ îí ïðîäàë 1
2 êîëáû è ñíîâà äîëèë êîëáó âîäîé. Â ðåçóëüòàòå êîíöåíòðàöèÿ

ýëèêñèðà ìîëîäîñòè â êîëáå ñòàëà ðàâíà 0, 02%. Êàêîâà áûëà èçíà÷àëüíàÿ êîíöåí-

òðàöèÿ ýëèêñèðà?

Îòâåò:40, 26%.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì p èçíà÷àëüíóþ êîíöåíòðàöèþ. Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî ðàçáàâëåíèÿ

îíà ñòàíåò p · 20122013 , ïîñëå âòîðîãî � p · 20122013 ·
2011
2012 ,... ïîñëå ïîñëåäíåãî � p · 20122013 ·

2011
2012 ·

. . . · 23
1
2 = p

2013 . Ïðèðàâíèâàÿ ê 0, 02, ïîëó÷àåì p = 40, 26.

5. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: 1
2 ,

2
3 , . . . ,

n
n+1 , . . . Ìîæíî ëè âûáðàòü èç íåå

100 ÷èñåë òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

Îòâåò:Äà, ìîæíî

Ðåøåíèå:Íàïðèìåð, ìîæíî âûáðàòü 1− 1
100! , 1−

2
100! , ... 1−

100
100! ,



6. a) Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 2013 â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ (áîëåå îäíîãî) ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

á) Âûÿñíèòå, êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ìîæåò ñîäåðæàòü òàêàÿ

ñóììà (ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëàãàåìûå � ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà).

Îòâåò:a) 2013 = 3× 671 = 670 + 671 + 672; b) 61.

Ðåøåíèå:n+(n+1)+ ...+(n+ k− 1) = (2n+k−1)k
2 = 2013, ò.å. (2n+ k− 1)k = 4026 =

2 × 3 × 11 × 61. Ñëåäîâàòåëüíî, k äîëæíî áûòü äåëèòåëåì ýòîãî ÷èñëà. Çàìåòèì,

÷òî k < 63, ò.ê. 1 + 2 + ...+ 63 = 2016 > 2013. Âçÿâ k = 61, ïîëó÷èì n = 3.

7. Ó÷èòåëü íàïèñàë íà äîñêå ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 è Q(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + . . .+ b1x+ b0

è äàë çàäàíèå íàéòè öåëîå çíà÷åíèå x, òàêîå, ÷òî P (x) äåëèòñÿ (íàöåëî) íà Q(x).
Ïåòÿ Âàñå÷êèí âçÿëñÿ çà äåëî è, âçÿâ äëÿ íà÷àëà x = 0, ïîëó÷èë P (0) = 4, Q(0) = 3.
¾Íå äåëèòñÿ¿ � ïîäóìàë Ïåòÿ, è ðåøèë ïîäñòàâèòü x = 1. Ïîëó÷èëîñü P (1) = −137,
Q(1) = 0. ¾Íà íîëü äåëèòü íåëüçÿ¿, ïîäóìàë Ïåòÿ. Îí ïîïðîáîâàë âçÿòü x = 2, íî
òàì ïîëó÷àëèñü áîëüøèå ÷èñëà è Ïåòÿ çàïóòàëñÿ â âû÷èñëåíèÿõ. Íàïîñëåäîê îí

ðåøèë ïîïðîáîâàòü âçÿòü x = −1 è ïîëó÷èë P (−1) = 137, Q(−1) = −6. ¾Äà òàêèõ

çíà÷åíèé x ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò!¿ � âîñêëèêíóë Ïåòÿ. Ïðàâ ëè îí?

Îòâåò:Äà, ïðàâ.

Ðåøåíèå:Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 3 ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è
Q(x). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îí ðàâåí 0 äëÿ Q è íå ðàâåí 0 äëÿ P (x). Ñëåäîâàòåëüíî,
òàêèõ x íå ñóùåñòâóåò.

8. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2
√
x2 + 4+

√
(x− 2)2 + 4+

√
(x− 3)2 + 16.

Îòâåò:5
√
5.

Ðåøåíèå:Ðàññìîòðèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òî÷êè A(0, 2), B(2,−2), C(3,−4)
è X(x, 0). Òîãäà óêàçàííîå âûðàæåíèå ïðèìåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë 2AX + BC +
CX. Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî óêàçàí-

íàÿ ñóììà áóäåò ìèíèìàëüíà â ñëó÷àå, êîãäà X òîæå ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé, ò.å.

x = 1. Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì 2
√
5 +
√
5 +
√
20 = 5

√
5.



9 êëàññ

1. Ðåøèòå ñèñòåìó{
x · (1 + x2) · (1 + x4) + y · (1 + y2) · (1 + y4) = 0

xy + 1000 = 0.

Îòâåò:(10
√
10,−10

√
10) è (−10

√
10, 10

√
10).

Ðåøåíèå:Çàïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå â âèäå P (x) + P (y) = 0, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí

íå÷åòíîé ñòåïåíè. Î÷åâèäíî, ïðè x = −y ðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî. Èç ìîíî-

òîííîñòè P ñëåäóåò, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé áûòü íå ìîæåò. Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå

óðàâíåíèå, ïîëó÷èì x = ±10
√
10.

2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, m 6= n, òàêîâû, ÷òî ÷èñëî 2013m èìååò òàêèå æå äâå

ïîñëåäíèå öèôðû, êàê è 2013n.
a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêèõ ÷èñåë m è n.
á) Âûÿñíèòå, êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âåëè÷èíà m+ n.

Îòâåò:m = 1, n = 21.

Ðåøåíèå:Íàäî ïîäîáðàòü òàêèåm,n, ÷òîáû 13m−13n
...100, ò.å. 13m−n−1

...4 è 13m−n−
1
...25 . Çàìåòèì, ÷òî 13m−n − 1

...4 ïðè ëþáûõ m,n. Ïîñêîëüêó 13m−n − 1
...25, òî è

13m−n − 1
...5, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè m − n

...4. Îáîçíà÷èâ m − n = 4k, ïîëó÷èì

134k − 1
...25, íî 134k ≡ 11k( mod 25), ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëîñü ïîäîáðàòü k

3. Âîêðóã ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà 4ABC ñ îñíîâàíèåì BC = a è âûñîòîé

AH = h îïèñàíà îêðóæíîñòü ω1. Â óãîë ∠BAC âïèñàíà îêðóæíîñòü ω2, êàñàþùàÿñÿ

îêðóæíîñòè ω1 èçíóòðè è êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí óãëà â òî÷êàõ P è Q. Îïðåäåëèòå, â
êàêîì îòíîøåíèè îòðåçîê PQ äåëèò âûñîòó AH.

Îòâåò:a :
√
4h2 + a2.



Ðåøåíèå:(Ñì. ×åðòåæ.)



Ïî òåîðåìå Ôàëåñà AF : FH = AD : DC, áóäåì èñêàòü ïîñëåäíåå îòíîøåíèå. Çà-

ìåòèì, ÷òî âïèñàííûé óãîë ∠ACE = 90◦, òàê êàê îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð, ñëåäîâà-

òåëüíî O1D‖EC. Ïðèìåíèâ òåîðåìó Ôàëåñà åùå ðàç ïîëó÷èì AD : DC = AO1 : O1E.
Îáîçíà÷èì AC = l, ðàäèóñ áîëüøîé îêðóæíîñòè R, ìàëåíüêîé � r. Òîãäà èç ïîäîáèÿ
4AO1D v 4ACH âûòåêàåò, ÷òî r

a/2 = 2R−r
l . Îòñþäà íàõîäèòñÿ O1E = r = Ra

l+a/2 ,

ñîîòâåòñòâåííî AO1 = AE−O1E = 2R− r = 2Rl
l+a/2 . Ðàçäåëèâ, ïîëó÷èì O1E : AO1 =

Ra
l+a/2 : 2Rl

l+a/2 = a
2l = a :

√
4h2 + a2.

4. Èç ïóíêòà A â ïóíêò B ðîâíî â ïîëäåíü âûåõàë âåëîñèïåäèñò; îäíîâðåìåííî ñ íèì èç

B â A âûåõàë àâòîìîáèëü. Ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ èç ïóíêòà A âñëåä çà âåëîñèïå-

äèñòîì âûåõàë ìîòîöèêëèñò, êîòîðûé äîãíàë âåëîñèïåäèñòà â òîò ìîìåíò, êîãäà

ïîñëåäíèé âñòðåòèëñÿ ñ àâòîìîáèëåì. Ïî ïðèáûòèè â A àâòîìîáèëü íåìåäëåííî

ðàçâåðíóëñÿ è ïðîñëåäîâàë â ïóíêò B, êóäà è ïðèáûë îäíîâðåìåííî ñ ìîòîöèêëè-

ñòîì, íî íà 50ìèí ðàíüøå âåëîñèïåäèñòà. Îïðåäåëèòå, â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè

ìîòîöèêëèñò âûåõàë èç ïóíêòà A, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ïðîèçîøëî çà 1 ÷ 20ìèí

äî ïðèáûòèÿ òóäà àâòîìîáèëÿ.

Îòâåò:12 ÷. 20 ìèí.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì çà x ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó âûåçäîì âåëîñèïåäèñòà è

ìîòîöèêëèñòà èç ïóíêòà A. èçîáðàçèì ãðàôèêè äâèæåíèÿ, ïîëó÷èì (èç ãåîìåòðè-

÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé)
x

4/3
=

5/6

2(x+ 4/3)

÷òî ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ 2x2 + 8
3x −

10
9 = 0. Ðåøèâ åãî è îòáðîñèâ

íåïðàâèëüíûé îòâåò, ïîëó÷èì x = 1
3 .

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ(
1

x
+

1

y

)2

− 3 ·
(
x

y
+
y

x

)
+ (x+ y)2

ïðè óñëîâèè, ÷òî 1
x + 1

y = 3.

Îòâåò:−5, 25.

Ðåøåíèå:Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå
(
x+y
xy

)2
− 3 · (x+y)

2−2xy
xy + (x+ y)2. Èç óñëîâèÿ ñëå-

äóåò, ÷òî x + y = 3xy, ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì
(
3xy
xy

)2
− 3 · (3xy)2−2xy

xy + (3xy)2 =

9 − 3 · (9xy − 2) + 9(xy)2 = 9 · (xy)2 − 27xy + 15. Ýòî � êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îò

xy, ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå −5, 25 ïðè xy = 3
2 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

òàêèå x, y ñóùåñòâóþò, ðåøèâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.

6. Äàíû n ðàçëè÷íûõ ñîñòàâíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , an, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåð-

âàëó (1, 2013). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ai, aj èç ýòîãî íàáîðà
âûïîëíåíî óñëîâèå ÍÎÄ (ai, aj) = 1.
à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî íàáîðà äëÿ n = 14.
á) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî íàáîðà, ñîäåðæàùåãî 15 ÷èñåë.

Îòâåò:22, 32, 52, 72, 112, 132, 172, 192, 232, 292, 312, 372, 412, 432.

Ðåøåíèå:Ðàññìîòðèì p1, ..., pn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèìåíüøèõ ïðîñòûõ äåëè-

òåëåé óêàçàííûõ ÷èñåë. Ïî óñëîâèþ ýòè ÷èñëà ðàçíûå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè

óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Ðàññìîòðèì ïåðâûå 14 ïðîñòûõ ÷èñåë: 2, 3, 5, 7, 11,

13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43. Ïîñêîëüêó ÷èñëà ñîñòàâíûå, òî ak > p2k. Âûáèðàÿ



ak = p2k, k = 1, ..14, ïîëó÷èì, ÷òî íàèáîëüøåå ðàâíî 432 = 1849 < 2013. Åñëè æå

âûáðàòü 15 òàêèõ ÷èñåë, òî ïîñëåäíåå áóäåò íå ìåíüøå 472 = 2209 > 2013.

7. Íàéäèòå a è b, òàêèå, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2013+x99+ax+b äåëèòñÿ íàöåëî íà x2−x+1.

Îòâåò:a = 0, b = 2.

Ðåøåíèå:Íàéäåì ñíà÷àëà îñòàòîê îò äåëåíèÿ x2013+x99 íà x3+1 = (x+1)(x2−x+
1). Ñäåëàåì çàìåíó t = x3 è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Áåçó, ïîëó÷èì, ÷òî t671 + t33

äàåò îñòàòîê -2 ïðè äåëåíèè íà t + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âçÿòü a = 0, b = 2, òî
ìíîãî÷ëåí áóäåò äåëèòüñÿ íà x3 + 1, ñëåäîâàòåëüíî è íà x2 − x+ 1.

8. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ√
a2 + b2 +

√
(a− 3)2 + (b− 3)2 + 2

√
(a− 3)2 + (b+ 1)2 + 2

√
(a+ 1)2 + (b− 3)2.

Îòâåò:11
√
2.

Ðåøåíèå:Îòìåòèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè A(0, 0), B(−1, 3),
C(3, 3) è D(3,−1). Òîãäà äàííîå âûðàæåíèå åñòü ñóììà äëèí îòðåçêîâ AX +2BX +
CX+2DX, ãäå X � òîñêà ñ êîîðäèíàòàìè X(a, b). Ñóììà AX+CX áóäåò íàèìåíü-

øåé, åñëè òî÷êà X ëåæèò íà îòðåçêå AC. Àíàëîãè÷íî, 2(BX +DX) ìèíèìàëüíà,
êîãäà X ëåæèò íà îòðåçêå BD. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ ñóììà áóäåò íàèìåíüøåé â

ñëó÷àå, êîãäà X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è BD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD,
ò.å. a = b = 1.


