
57 школа Вторая работа по математике для поступающих в 5 класс 19.05.2015

Ответы и критерии оценки (вариант — 1).

Задача 1.1. Деревянный куб покрасили снаружи зелёной краской, а потом распилили на одинаковые
маленькие кубики, длина ребра которых в 8 раз меньше, чем у исходного куба. У скольких из полу-
чившихся кубиков окрашено ровно две грани?
Решение. Две грани покрашено у тех кубиков, которые находятся на рёбрах исходного куба, но не
в вершинах. На каждом ребре находится 8 − 2 = 6 таких кубиков, а так как всего рёбер 12, то всего
искомых кубиков 6 · 12 = 72. �
Ответ: У 72 кубиков.
Критерии.
"+" — верный ответ с минимальными пояснениями;
"+/–" — только верный ответ как результат перемножения 6 и 12;
"+/2" — только верный ответ;
"+/2" — задача решена верно с другими исходными данными (число 8 в условии заменено на какое-
либо другое число);
"+/2" — замечено, что у куба 12 рёбер, но из-за ошибки получен неверный ответ;
"+/2" — замечено, что на одном ребре находится 6 искомых кубиков, но из-за ошибки получен невер-
ный ответ;
"–/+" — замечено только, что у куба 12 рёбер;
"–/+" — замечено только, что на одном ребре находится 6 искомых кубиков.

Задача 1.2. Из числа 12345678910111213141516171819202122232425 вычеркните 30 цифр таким образом,
чтобы полученное число было наибольшим возможным. Ответ обоснуйте.
Решение. Число будет наибольшим, если оно начинается с самых больших цифр среди всех возмож-
ных. Самая большая цифра — 9, поэтому надо вычеркнуть первые 8 цифр, оставив цифру 9, а затем
вычеркнуть 19 цифр, оставив следующую цифру 9. Остаётся 3 вычёркивания, а "хвост" начинается
с цифр 2021, поэтому наибольшая цифра, которая может оказаться на третьей позиции — 2. То же са-
мое относится к четвёртой, пятой и шестой позициям. А вот на седьмой позиции уже может оказаться
цифра 3. Поэтому эти 3 вычёркивания нужно потратить на цифры 0, 1 и 2 (причём вычеркнуть можно
любую из пяти двоек, находящихся перед цифрой 3). �
Ответ: 99 222 232 425.
Критерии.
"+" — верный ответ с минимальными пояснениями;
"+/–" — дан ответ 992 222 232 425 или 9 922 232 425, пояснения приведены;
"+/2" — только верный ответ;
"–/+" — замечено, что результат начинается с двух цифр 9.

Задача 1.3. Существует ли два последовательных числа, сумма цифр каждого из которых делится на 7?
Решение. Сумма цифр двух соседних чисел может делиться на 7 только тогда, когда одно из них
заканчивается на 9, а другое — на 0 (происходит переход через разряд). В противном случае, остатки
сумм цифр этих чисел при делении на 7 различаются на 1. Рассмотрим наименьшие пары таких чисел,
где сумма цифр большего числа делится на 7: 69 и 70, 159 и 160, 249 и 250, . . . Они характеризуются
тем, что у сумм цифр меньшего числа один и тот же остаток при делении на 7 (а именно, 1). Можно
догадаться, что этот остаток изменится, если переход произойдёт не через 1 разряд, а через большее
их число. И действительно, перебрав пары 699 и 700, 6 999 и 7 000, 69 999 и 70 000, находим ответ. �
Ответ: Например, 69 999 и 70 000.
Критерии.
"+" — верный ответ с примером и минимальными пояснениями;
"+/2" — только верный пример;
"–/+" — замечено, что в искомых соседних числах происходит переход через разряд;
"–." — только верный ответ без примера.
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Задача 1.4. С числами разрешается выполнять две следующие операции: умножать на 2 или произволь-
ным образом переставлять цифры (но нельзя ставить 0 на первое место). Можно ли из 1 получить 112?
Решение. Воспользуемся обратным ходом: посмотрим, из чего может получиться число 112. Если не
рассматривать тупиковые ветви 121 и 211, то только из 56. В свою очередь, 56 можно получить из 65
(тупик) и 28. Далее, тем же методом мы получаем среди возможных предшественников числа 82, 41,
14 и 7 (рис. 1). На этом список исчерпывается, а значит, получить 112 из числа 1 нельзя. �

112 56 28 14 7

211 121 65 82 41

Рис. 1.

1 2 4 8 16 32 64 128

122 61 23 46 92 184

29 58 116

85 170

Рис. 2.

Другое решение. Посмотрим, какие числа в пределах 113 можно получить
из 1. Это 2, 4, 8, 16, 32 и 64, а также те, что можно получить из них
перестановкой цифр с последующим умножением на 2 (рис. 2). Числа 112
среди них нет. Кроме того, нельзя таким способом получить и числа 121
и 211. Поэтому ответ на вопрос задачи отрицательный.
Ответ: Нельзя.
Критерии.
"+" — вся цепочка приведена верно, (пусть даже и без пояснений);
"+/–" — в целом, цепочка приведена верно, но пропущен какой-либо случай;
"+/–" — в целом, цепочка приведена верно, но ничего не сказано про 121 и 211;
"–/+" — есть идея прямого хода, но разобрано лишь один-два случая;
"–/+" — есть идея обратного хода, но реализация неверная;
"–." — только верный ответ.

Задача 1.5. Тюрьма некоторого города состоит из 33 камер, расположенных в клетках прямоугольни-
ка 3 × 11. Однажды в каждой камере оказалось по одному заключённому — рыцарю или лжецу. На
допросе каждый из них заявил: «Во всех соседних со мной камерах сидят лжецы». Какое наибольшее
количество лжецов может быть среди них, если известно, что рыцари всегда говорят правду, а лжецы
всегда лгут? (Камеры считаются соседними как по стороне, так и по вершине.)
Решение. Заметим, что в камерах должно оказаться хотя бы 4 рыцаря. Действительно, разобьём тюрь-
му на отсеки так, как показано на рис. 3. Тогда в каждом из этих отсеков должно быть не менее одного
рыцаря. С другой стороны, пример для 4 рыцарей существует (рис. 4). �

Рис. 3.
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Рис. 4.
Ответ: 29 лжецов.
Критерии.
"+" — приведён пример и доказано, что больше 29 лжецов быть не может;
"+/–" — доказано только, что больше 29 лжецов быть не может;
"–/+" — приведён только пример для 29 лжецов (4 рыцарей);
"–." — только верный ответ.
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Ответы и критерии оценки (вариант — 2).

Задача 2.1. Деревянный куб покрасили снаружи жёлтой краской, а потом распилили на одинаковые
маленькие кубики, длина ребра которых в 9 раз меньше, чем у исходного куба. У скольких из полу-
чившихся кубиков окрашено ровно две грани?
Решение. Две грани покрашено у тех кубиков, которые находятся на рёбрах исходного куба, но не
в вершинах. На каждом ребре находится 9 − 2 = 7 таких кубиков, а так как всего рёбер 12, то всего
искомых кубиков 7 · 12 = 84. �
Ответ: У 84 кубиков.
Критерии.
"+" — верный ответ с минимальными пояснениями;
"+/–" — только верный ответ как результат перемножения 7 и 12;
"+/2" — только верный ответ;
"+/2" — задача решена верно с другими исходными данными (число 9 в условии заменено на какое-
либо другое число);
"+/2" — замечено, что у куба 12 рёбер, но из-за ошибки получен неверный ответ;
"+/2" — замечено, что на одном ребре находится 7 искомых кубиков, но из-за ошибки получен невер-
ный ответ;
"–/+" — замечено только, что у куба 12 рёбер;
"–/+" — замечено только, что на одном ребре находится 7 искомых кубиков.

Задача 2.2. Из числа 25242322212019181716151413121110987654321 вычеркните 25 цифр таким образом,
чтобы полученное число было наименьшим возможным. Ответ обоснуйте.
Решение. Число будет наименьшим, если оно начинается с самых маленьких цифр среди всех воз-
можных. Самая маленькая цифра, с которой может начинаться число — 1, поэтому надо вычеркнуть
первые 9 цифр, оставив цифру 1. На второй и последующих позициях наименьшая цифра — 0, поэтому
затем надо вычеркнуть ещё одну цифру, оставив цифру 0. Однако получить 0 на третьей позиции не
получится: для этого надо вычеркнуть 19 цифр, а мы можем только 15. Поэтому 0 окажется, в лучшем
случае, на седьмой позиции, а на предыдущих будут единицы (отметим, что подобное вычёркивание
можно совершить далеко не одним способом). �
Ответ: 1 011 110 987 654 321.
Критерии.
"+" — верный ответ с минимальными пояснениями;
"+/–" — дан ответ 10 111 110 987 654 321 или 101 110 987 654 321, пояснения приведены;
"+/2" — только верный ответ;
"–/+" — замечено, что результат начинается с цифр 10;
"–" — дан ответ, начинающийся с цифры 0.

Задача 2.3. Существует ли два последовательных числа, сумма цифр каждого из которых делится на 5?
Решение. Сумма цифр двух соседних чисел может делиться на 5 только тогда, когда одно из них
заканчивается на 9, а другое — на 0 (происходит переход через разряд). В противном случае, остатки
сумм цифр этих чисел при делении на 5 различаются на 1. Рассмотрим наименьшие пары таких чисел,
где сумма цифр большего числа делится на 5: 49 и 50, 139 и 140, 229 и 230, . . . Они характеризуются
тем, что у сумм цифр меньшего числа один и тот же остаток при делении на 5 (а именно, 3). Можно
догадаться, что этот остаток изменится, если переход произойдёт не через 1 разряд, а через большее
их число. И действительно, перебрав пары 499 и 500, 4 999 и 5 000, 49 999 и 50 000, находим ответ. �
Ответ: Например, 49 999 и 50 000.
Критерии.
"+" — верный ответ с примером и минимальными пояснениями;
"+/2" — только верный пример;
"–/+" — замечено, что в искомых соседних числах происходит переход через разряд;
"–." — только верный ответ без примера.
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Задача 2.4. С числами разрешается выполнять две следующие операции: умножать на 2 или произволь-
ным образом переставлять цифры (но нельзя ставить 0 на первое место). Можно ли из 1 получить 100?
Решение. Воспользуемся обратным ходом: посмотрим, из чего может получиться число 100. Так как
0 нельзя ставить на первое место, то только из 50. В свою очередь, 50 можно получить только из 25,
а 25 только из 52. Далее, 52 можно получить лишь из 26 (если не рассматривать тупиковую ветвь 25),
а 26 — из 62 и 13. Последние же два числа можно получить только из 31 (рис. 5). На этом список
исчерпывается, а значит, получить 100 из числа 1 нельзя. �

100 50 25

52 26 13

62 31

Рис. 5.

1 2 4 8 16 32 64 128

122 61 23 46 92 184
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85 170

Рис. 6.

Другое решение. Посмотрим, какие числа в пределах 101 можно получить
из 1. Это 2, 4, 8, 16, 32 и 64, а также те, что можно получить из них переста-
новкой цифр с последующим умножением на 2 (рис. 6). Числа 100 среди них
нет. Кроме того, число 100 нельзя ни из чего получить перестановкой цифр.
Поэтому ответ на вопрос задачи отрицательный.
Ответ: Нельзя.
Критерии.
"+" — вся цепочка приведена верно, (пусть даже и без пояснений);
"+/–" — в целом, цепочка приведена верно, но пропущен какой-либо случай;
"–/+" — есть идея прямого хода, но разобрано лишь один-два случая;
"–/+" — есть идея обратного хода, но реализация неверная;
"–." — только верный ответ.

Задача 2.5. Тюрьма некоторого города состоит из 30 камер, расположенных в клетках прямоугольни-
ка 3 × 10. Однажды в каждой камере оказалось по одному заключённому — рыцарю или лжецу. На
допросе каждый из них заявил: «Во всех соседних со мной камерах сидят лжецы». Какое наибольшее
количество лжецов может быть среди них, если известно, что рыцари всегда говорят правду, а лжецы
всегда лгут? (Камеры считаются соседними как по стороне, так и по вершине.)
Решение. Заметим, что в камерах должно оказаться хотя бы 4 рыцаря. Действительно, разобьём тюрь-
му на отсеки так, как показано на рис. 7. Тогда в каждом из этих отсеков должно быть не менее одного
рыцаря. С другой стороны, пример для 4 рыцарей существует (рис. 8). �

Рис. 7.
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Рис. 8.
Ответ: 26 лжецов.
Критерии.
"+" — приведён пример и доказано, что больше 26 лжецов быть не может;
"+/–" — доказано только, что больше 26 лжецов быть не может;
"–/+" — приведён только пример для 26 лжецов (4 рыцарей);
"–." — только верный ответ.


